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0 DESENVOLVIMENTO DA COMPREENSÃO DE IGUALDADES*

Analúcia Dias Schliemann,
Anua Paula de Avelar Brito Lima e Monica Maria Lins Santiago
Mestrado em Psicologia da Universidade Federal de Pernambuco

Dentre os vários símbolos que. a criança deve aprender na 
escola para resolver operações aritméticas por escrito, o sinal de 
igualdade (-) e provavelmente o que, do ponto de vista conceituai, 
provoca maiores dificuldades, Isto, no entanto, nem sempre é 
P e i' c e b i d o p e 1 a p r o f e s s o r a .

Numa expressão aritmética como 3+2-5 o sinal - indica tanto o 
resultado da operaçao de ad içáo como o Fato de que o pr imeiro 
termo da expressão (3 + 2) é quantitativamente-? idêntico ao segundo 
' ) .. Para a criança, no entanto, o sinal é frequentemente 
entendido apenas no primeiro sentido, sendo visto como um operador 
que transforma 3+2 em 5. Mesmo quando, nos primeiros anos de 
escola, o sinal de igualdade é ensinado à criança ao lado dos 
sinais de comparação maior que (>) e menor que (<), seu sentido 
relacionai parece permanecer isolado e independente de seu uso em 
expressões aritméticas como um operador.

A dificuldade com o sinal de igualdade reflete-se 
Primeii a mente na escrita errada de expressoes para operações 
aritméticas sucessivas como 3+2-5+3-B... e, posteriormente , na 
d i f i c u 1 d a d e q u e a c r i a n ç a e n c o n t r a a o 1 i d a r c o m e x p r e s s o e s 
algébricas. Diferentemente da forma até então aceita para operar 
no domínio da Aritmética, ao ser iniciada na Ãlgenra a criança 
deverá lidar com o- sinal de igualdade como relação e não como 
operador. As transformações a serem efetuadas têm como objetivo 
descobrir o valor das incógnitas. Para isso, desde que seja 
mantida a igualdade inicial, podem-se realizar operaçóes que 
transformam tanto os valores conhecidos como as incógnitas. A 
man i rt en ç ao d e i g ua 1 d ad es , quan d o t r an s foi- maç oes e qu i va 1 en t es são 
real izadas em ambos os termos de uma equação, é o princípio básico 
que permite que incógnitas ou valores conhecidos de um dos membros 
de uma equação possam ser transportados para o outro membro, desde 
que seu sinal seja trocado» Esta é uma das muitas regras que as 
crianças memorizam e utilizam na escola, sem compreender que? isto 
é p er m i t i d o p or que o que se es t á r ea 1 i zan d o são t r an s f or maç óes 
idênticas em ambos os termos, o que não altera a igualdade entre 
os mesmos.

As di f i cu1 dades 
pensame n to ar i tmét ico

enfrentadas pela criança para 'passar do 
p a r a o p e n s a m e n t o a 1 g é b r i c o t ê m s i d o objeto

* Este projeto contou com o apoio financeiro do INEP, sob forma de 
Auxílio à Pesquisa, e do CNPq, através da concessão de bolsas de 
Iniciação Científica. Nossos agradecimentos a essas instituições, 
a Cláudia Costa Dias pela participação na coleta e análise dos 
dados e a Peter Bryant pelas discussões durante o desenvolvimento



de estudo de pesquisadores na área de Psicologia da Educação 
Matemática. Estes estudos têm tido como objetivo principal propor 
novas estratégias de ensino e avaliar seus efeitos (ver, por 
exemplo, Booth, 1987; Filloy, 1990; Filloy e Rojano, 1984; Kieran, 
1981, .1985; Vergnaud e Cortes, 1986; Cortes, Kaváfian e Vergnaud, 
1990 ) .

Kieran (1985), analisou os erros cometidos por estudantes na 
solução de equações. Os sujeitos de seu estudo eram iniciantes em 
álgebra ou intermediários com pelo menos um ano de estudo de 
álgebra. Seus resultados mostram, dentre os erros mais Frequentes 
cometidos pelos dois grupos, a inversão da subtração com uma 
sub t r aç ão (p or exemp 1 o , r eso 1 ver 16x - 215 - 265 su b t r a i n d o 215 d e
265 ou resolver 37 - b ~ 18 pela adição de 37 e 18) e a inversão 
de uma adição com uma adição (como resolver 30 - x t 7 pela 
adição de 7 30). A origem destes tipos de erros parece estar,
Justamente, numa compreensão Falha das condições em que as 
igualdades são mantidas. A equação 30 - x -t 7 pode ser resolvida 
a i > 1 i c a n d o ■ s e a r e g r a " a o t r a n s F e r i r u m d o s e 1 e m e n t o s d a e q u a ç ã o
para o outro termo deve-se trocar seu sinal'. Assim, a 
transformação 30 - 7 - x é correta. Mas esta regra é possível 
a p e n a s p o r q u e a t r a n s f o r m a ç ã o o b t i d a e q u i v a 1 e a s u b t r a i r d e c a d a
t e r m o d a e q u a ç ã o o m e s m o v a 1 o r , n o c a s o 7 . A s s i m t e m - s e c o mo. 
'passo anterior, em geral desconhecido da criança, que 30 - 7 - x +

7 •••■ 7. Como + 7 - 7 é igual a zero, obtem-se 30 - 7 - x.

tá p o s s í v e 1 q u e o s e r r o s e n c o n t r a d o s p o r l< i e r a n o c o r r a m p o r q u e 
as regras são ensinadas na escola sem relacioná-las -ao Fato de que
a igualdade se mantem se Forem efetuadas t r a n s f o r m a ç 6 e s i dênt icas
em ambos os seus termos.
i m p o s s í v e 1 p a r a a c r i a n ç a 
P r o f e s s o r a t e n h a e n s i n a d o 
p o d e n ã o s e r c o m p r e e n d i d o 
óbvio que, se- existe uma 
t r a n F o r m a ç: o e s .

A s s i m , a o e s q u e c e r a r e g r a , t o r n a - s e 
reconstruí-1a. Além disto, mesmo que a 
a regra demonstrando sua origem, isto 
■pela criança porque, para ela, não é 

i g u a 1 d a d e , e 1 a s e m a n t e r á a p ó s a s

A introdução ao ens 
n ível de compreensão da 
para que as regras que 
p o s s a m s e r e F e t i v a m e n t e 
por uma lado, a ijivest

ino da álgebra deve considerar portanto, o 
cr i an ç a sobr e a manutenção d e i gua1 d ad es, 
possibilitam as trans-Formações algébricas 
a pr e n d idas e c om pr e en d idas. Isto r e q ue r, 
igação sobre a evolução da compreensão de

i g u a 1 d a d e s n a c r i a n ç a e, por outro, a análise sistemática da
eficácia de modelos didáticos passíveis de auxiliarem a criança a 
r e1 aci on a r es s a c ompr ee n s ão a o s sí mb o1 o s e r e g r a s F or m a i s d a 
matemática. Estes dois tipos de investigação constituem os
o!.) , i e t i v o s d o s d o i s e s t u d o s relatados a seguir.

A de sc r i ç ã o d o d e se n v o 1v i m e n t o da c o m p r een s ã o da m a n u t e n çã o d e 
igualdades, objetivo do primeiro estudo, Foi Feita através da 
análise das respostas de crianças a situações de equilíbrio em uma 
ba1 an ça de d o i s p rat os, ava1i and o-se (a) a c ompr eensão do
mecanismo de equilíbrio, (b) a descoberta dos valores de pesos em 
u m a b a 1 a n ç a e m e q ui 1 í b r i o c o m i t'i c >? g n i t a s e m a p e n a s u m dos 1 a d o s o u 

, em ambos os lados, o que exige o cancelamento de incógnitas ou, em 
outras palavras, a manipulação de igualdades, e. (c) as condições 
em que a criança admite que, estando a balança em equilíbrio, este 
será mantido se For retirado o mesmo valor de cada um dos pratos.
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A i nves t igaçã o sobre 

i n t1' o d i.i ç ã o à á 1 g e b r a f o i
um possível modelo* didático para a 
o objetivo do segundo estudo, o qual

ana1i sou corno a
envolv iam noções

I > a r t i c i p a ã o n a s t a r e f a s d o p r i m e i r o e s t u d o, q u e 
de álgebra em situação concreta de equilíbrio de

uma balança 
de equações 
crianças de 
á 1 g e b r a , e * 
escolar sobr

de dois pratos, influenciava a compreensão e resolução 
s o b 1' o r m a ci e e x e r c í c i o s e s c o 1 a r e s e s c r i t o s , e n t r e 
ba. série, que t inham apenas noções elementares de 

crianças de 6a. série que Já haviam recebido instrução 
e álgebra.

A balança de dois 
Filloy e Rojano (1984)

pratos Foi. utilizada, 
c o m o s i t u a ç ã o d i d á t

entre outros, por 
c a, p or Car r ah er e

Schliemann (1987), para analisar a compreensão de igualdades e a 
m a n i p u 1 a ç ã o d e i n c ó g n i t a s e n t r e ■ f e i r a n t e s q u e t r a b a 1 h a m c o m
balanças de pratos e por Vergnaud e Cortes, 1986 e Cortes, 
Kavafian e Vergnaud (1990), para analisar as dificuldades da 
criança ao resolver problemas de álgebra e o impacto de um 
programa de ensino. 0 seu uso como instrumento de pesquisa neste 
projeto não indica sua recomendação irrestrita como material para 
o ensino de álgebra, uma vez que este modelo apresenta limitações, 
especialmente no que se refere à noção de variáveis representadas 
em u m a e q u a ç ã o. 13 o o t h (1987 ) d em o n s t r a m e s m o c o m o , s o b c e r t a s
condições, o modelo não é corretamente compreendido pelos alunos.
No entanto 
Vergnaud e 
equ i 1 íbr i o

como mostram os dados 
Cortes, 1986 e Cortes, 

em uma balança de dois
de l-illoy e Rojano, 1984, 
Kavafian e Vergnaud, 1990, o 
p r a t o s p o d e c o n s t i t u i r u m a

situação adequada para promover a compreensão inicial de equações
e das regras de manipu1ação a1gébr i c a.

ESTUDO 1:
Este primeiro estudo teve por objetivo analisar o 

d es envo1v i m e n t o d a c o mp r een são d e i gua1 d ad e s em situa çõ es d e 
eguilibrio de uma balança de dois pratos. Através de três séries 
dif er e n tes d e t arefa s an a1i s o u—s e a c o m i f ree n s ã o d a c r i a nça ao: (a) 
procurar obter o equilíbrio da balança, (b) descobrir o valor de 
i n c >::> g n i t a s ( s a qu i n 11 o s c o 1 o c a d o s na b a 1 a n ç a e m e q ui 1 í b r i o) q u a n d o 
co 1 o c ad a s e m a p e n as u m d o s p ra t o s o u e m a m b o s o s p r a tos d a b a1 a nça 
e (c) analisar situações em que são retirados valores iguais de 
cada um dos pratos de uma balança em equilíbrio.

Mét odo

Suje i tos

Foram entrevistadas 80 crianças, com idades de 5 a 12 anos, 
sendo 10 de cada idade, cursando do Jardim à 6a. série de uma 
escola particular da cidade do Recife.

Hat er i al

A balança de dois pratos serviu de instrumento para 
apresentação de situações de igualdade entre pesos e foi utilizada 
em todas as tarefas.
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Procedimento t

• (Jiuatro tarefas principais foram anal isadas:

Tarefa í:
Esta tarefa, composta por três situações, alem de permitir 

analisar a habilidade da criança em equilibrar a balança, servia 
de i n 11- o d u ç a o p a r a q u e os s u j e i t o s c o m p r e e n dessem o mec an i s m o d a 
balança» Para cada situação iniciava-se com a balança vazia e 
colocava-se, em um dos seus pratos, um saquinho com cereais, o que 
a desequilibrava. Pesos de valores í, 2 e 5 eram dados à criança 
para que ela tentasse reestabeiecer o equilíbrio e dissesse 
quantos quilos tinha o saquinho. 8imuiava—se assim uma situação 
e nco ntr a d a e m m e rcad o s e fe iras o nd e m er c ador ias a s e r e m vend i d a s
s ã o pesa d as. 0 s s a qu i n h os, c ont e nd o fa r i nha 
ou feijão, foram confeccionados de forma 
quanto cada um dos pesos ut i1izados. Assim 
s i t u a ç õ e s q u e e r a m a s s e g u i n t e s :

arroz, massa de sopa 
a q u e p e s a s s e m t a n t o 
f or am ob t i d as as t r ês

(a) p e s a r um p a c o t e 
p e s o õ ri d e e s t a v a i n d i c a d o

de farinha cujo peso 
1 k g ;

(b> pesar 
combi nação do 
indicado 2kg;

um pacote de massa de sopa de 
p e s o on d e e s t a v a i n d i c a d o 1 k g c o m

e r a e q u i v a 1 e n t e a o

peso equivalente à 
o p e s o o n d e e s t a v a

(c) pesar um pacote de feijão de peso equivalente a 4kg, o 
qual, dispondo-se apenas de pesos de í, 2 e 5k q , podería ser 
d ete rm i na d o p o r um a soluç ã o s ubt r at i v a s e m e1ha n te àque1 a 
e n c o n t r a d a e m f e i r a s (v e r C a r rali e r e S c h 1 i e m a n n , 1987 , 1988) , o n d e 
pce-se o peso de íkg ao lado do pacote e o de 5kg no outro prato. 
1 n t e r e s s a v a n e s t e c a s o a n a 1 i s a r se, e s p o n t a n e a m e n t. e, a cri a n ç a 
encontrava esta solução. • •

Esta tarefa tinha por objetivo analisar a habilidade da 
crian ça p ar a d esc obr i r o va1or d e i n c ógn it as (sa qu i n hos c o 1oc ad os 
na balança em equi.líbrio) quando colocados em apenas um dos pratos 
da balança (situações do tipo A) e a utilização do procedimento de 
c a n c e 1 a m e n t ode i n c >:'■ g n i t a s q u a n d o e s t a s a p a r e c i a m e m a m b o s o s 
P r a t o s d a b a 1 a n ç a (s i t u a ç o e s do ti p o 13) . N a s n o v e s i t u a ç õ e s d e s t a 
tarefa a criança devia descobrir o peso de saquinhos de feijão, 
massa de sopa, ervilha, tapioca, sagu ou farinha, os quais estavam 
colocados em um ou em ambos os pratos da balança, ao lado de pesos 
com valores identi f içados, de forma que a balança esc ivesse em 
equ i 1 íbr i o .

Nas situações de tipo a balança era apresentada em 
equilíbrio com um ou dois saquinhos de valor desconhecido em 
apenas um dos pratos e pesos' de valores conhecidos apareciam em 
ambos os pratos. Esquematicamente, essas situações podem ser 
representadas como mostra a Figura 1..

Nas situações de 
saquinhos iguais, de 
p r a t o s, a o 1 a d o d e 
situações ut i1 izadas

f:ipo S as incógnitas, repr 
valor desconhecido, apareciam 

pesos com valores conhecidos 
encontram-se representadas es

escutadas por 
em ambos os

. As cinco 
quemati camente



1 3.

que

de

a 
as 
No

sob 
f at o uma

1.1 m dos 
se

d i f i culdade 
inan i pulação 
c ompreensão

cada i.ini 
que

Em 
a c r

1 in en t 
dos i
a)

ut

compreensão 
quanti d ades 
caso da 
de cada 
os pesos

de cada saquinho podia 
e 1 i m i n a d o s

A primeira 
qual a 

s casos, 
pr ópri os

de manipulação 
1 i zá-1 o.
e, caso

manipulação de 
sua ut i1i zação. 
e uma quarta 

apresentadas.

t i n h a
i1i zada
após a 

demonstrava o 
e incentivava a 
ão era

o P r o c e d i m e n t o d e
■í.m i nador suger i a 

u ni a t e r c e i r 
eram também

na Figura 
ser fac 
descon hec 
(s i t uaç ão 
natural mente 
situação (b) 
exami nador 
i ncógni tas,

Tarefa 3:
0 b s e r v a ç o e s n ã o 

r e a 1 i z a d o p a r a d e F i n ir 
seinp ré

i guaidade 
elementos
A não compreen
nian i pu 1 ação a 1 gébr i ca 

dua
de

c onip 1 exa

a e v o 1 u ç ã o d a c o m p r e e n s ã o 
utilizadas qua t r o s i t u a ç o e s 
e qu i 1 í b r i o , p e r g u n t a n d o ■••• s e

c a s o f o ss e m re t ira d o s
A p ó s o b t e r u m a r e s p o s t a o <•: 
s e p o r q u e c o n s i d e r a v a q u e

parecia óbvi 
ex i st e, 
d e i g u a 1

da manutenção
nde a balança 
à criança se o 
valores iguais de 

aminador pedia 
o equilíibrio

s i st emáti cas
ef a s d este e st u d o, 
o para as 
a 
valor de cada um dos

d e s t e f ato t o r n a i m p o s s í v e 1 
com 

s formas, 
que 

cada 
í brio, 
equilíbrio é mantido e

pratos permanece. A análise dos 
f a p e r m i t i r á t a m b é m e s c 1 a r e c e i •- s e a
pelas crianças em adotar o procedimento de 

ia relacionada, ou não, a uma não 
igualdades são mantidas.

e s t r a t é g i a 
Na segunda 
métodos, o 

de 
segu i da 

ança não 
r e s o 1 v ê - 

ianças de 11 e 
(d , e ) , in a i s

durante o estudo piloto, 
Já havi am i nd i cad o 

crianças entrevistadas que, 
igualdade permanecerá ao serem 

pratos da 
o uso das 

compreensão. Esta tarefa,
A e . 13, buscou analisar 
igualdade se mantém se 

s e u s t e r m o s s ã o i g u a i s .
a mesma quantidade for retirada 

a igualdade entre 
P e r m a n e c e . A a n á 1 i s e

t ambém 
em adotar

Para analisar 
i gualdades Foram 
apresentada em 
e q u i 1 í b i'- i o p e r m a n e c e r i a 

dos pratos.
a criança explicas 
ia ou não mant ido.

nem 
uma 

ret i r.ados 
balança, 
regras de ...
t ambém ap1i cada

do
retiradas de 
ança em equil 
dos pratos, o

nos dois

bal
u m
c o 1ocados

desta
en c on t r a d a
d e i n c ó g n i t a s e s t a r 
das condições em que

P a r a ca d a u m a d elas, o va 1 or
c a 1 r: u 1 a d o s e f o s s e m 

d e a m b o s o s p r a t o s . 
por objetivo conhecer 

pela criança para e s 
cr i ança ut i1 i zar seu 

procedi mento 
cr i ança a ut i

a p r e s e 111 a d a (s i t u a ç ã o c )
incógnitas para 
Para a

si t uaçó

Na /'orflía as situações, com uma seta indicando os valores 
qu e ser i am r e t ir ad os, estão r epre s e ntadas na F i g ura 3.

Na primeira situação (situação a) todos os pesos colocados 
s o b re o s p ra t o s d a b a1 a n ça e r am con hec idos. A ssim, t i n h a-se a 
igualdade 2+l + í = í ■« 3 e perguntava-se se, ao retirar um peso de 
valor 1 de um lado e outro de valor 1 do outro, a balança ainda 
p e r m a n e c i a e q u i 1 i b r a d a .

Na situação b, desconhec i a;-se o valor do peso que seria
r eti r ad o d e c ad a p r a t o da b a 1 ança, m a s c o n 11 ec i am-s e os valores dos
que ficavam. Assim a igualdade era 4+x=2+2+x e perguntava-se se a
balança continuaria equilibrada de fossem retirados, um de cada 
prato, os saquinhos de peso desconhecido mas que se sabia serem 
iguais.
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A
se a 

saquinho de valor

i n c 1 u í a p e s o s c o n h e c i d o s e 
s e i - e m r e t i r a d. o s p e s o s i 9 u a i s d o s 

ia um peso conhecido e, no 
desconhecido. A situaçao 
q u e s t ã o e r a s e a b a I a n ç a 

se fossem •retirados um

A terceira 
d e s c o n h e c i d o s d e 
dois pratos, em 
outro, um peso 
equ i vai ia á equ 
cont inu aria equ i1 ibrada 
d e s c o n h e c i d o :< d e c a. d a

s i tuação (c)
forma que, ao

um dos pratos 
conhecido e outro 
ca o 3+x=l+x+x e a

Na 
aque 1 es 
equação 
valores

«ii tuação d os pesos a serem retirados eram conhecidos e 
que permaneciam na balança eram todos desconhecidos. A 
que pode representar esta situaçao e 3+x-=3+xty e os 
a serem ret irados são 3 em um lado e 3 em outro»

ou

uma
que

o 
respostas e

per maneci am

detalhe as 
da i 9 u a1 d a d e 

t odos 
Essas 

c á 1 c u 1 od i f i cultar
ass i m que 
valores que . .....criança quatro s i t uaçoes di st intas

t i n h a o 
colocadas no 
muito maior 
r e p r e s e n t a d a p o r 
variavam de forma que 
três caixas em outro. A rep 
situa ç o e s e n c o n t r a - s e n a I- i g ura 4

peso maior que caixas

içoes em 
a manutenção 
os valores 
s i t uaçoes

caixas variavam e uma caixa .de 
mesmo peso que a 

outro prato, 
que as demais.

x x x+x+y=:<+:< + z e

A foi-fíia 
A e permitiu, analisar 
criãnça admite 
equilíbrio, 
descpnheci dos, 
P1anejadas de 
desconheci dos, 
baseadas no 
ocor r essem. 
onde a- I.. 
em ambos 
e as caixinhas 
caixas eram de 
c o m o t a m a n h o ■ 
maiores. Expl 
i guai s, ent áo 
diferentes, os 
se a balança c.. 
cada um dos pr 
resposta, p•.-■j < -■
o equ i1 í br i o ser i a ou não mántido.

icava-se à
seus pesos
pesos também eram diferentes, 

continuaria equilibrada ou náo, 
pratos, uma caixinha de c  

pedia-se à criança que explicasse por

ç da Tarefa 3 era aplicada de modo semelhante à forma 
" -- que a

do 
er am 
foram 

valor es 
j ust i f i cat i vas 

na balança

em que 
a p r e s e n t a d a s .
a

" ' • em ma i s
a permanência

Q u a t r o s i t u a ç o e s , 
foram 
forma 

evi t ando-se 
cálculo dos 
Apresentava-se à - , b a 1 a 11 ç a e s t a v a e m e q u i 1 í b r i o , c o m c a i x i n h a s d e p a p e 1 9 u a c h - 

os pratos 
d e 
t a m a n h o s v a r i a d o s e 
c a i x a s m e n o r e s p o d i a m 

cr i ança • que, 
eram i guai s

Na quinta e 
c o n I > e c i d o s . A s s i m t i n h a - s e y x == x+x+z e
equ i1íbr i o  
de um lado e outro de igual valor do outro lado

. As caixinhas da mesma cor tinham o mesmo peso 
c o r e s d i f e r e n t e s ti n h a m p e s o s d i f e r e n t e s . A s 

o seu peso não tinha relaçao 
t er
se as caixas tinham cores 

e que, se t inham cores 
P e r 9 u n t a v a - s e e n t ã o 

s e f o s s e r e t i r a d a , 
determinada cor. Obtida 

que ela achava

Ar. primeiras situações incluíam igualdades que podem ser
representas como x<x-.y = . com todas as caixas de mesmo t amanho
r diferença de peso indicada apenas pelo u>o .... ■- • ,
diferentes. A terceira situação incluía uma igualdade que também 
pòdik ser representada como xWy=x+z, mas onde o tamanho das

G uma caixa.de tamanho médio em um dos pratos, 
soma dos pesos de' duas outras caixas 
embora uma dessas duas caixas fosse

A quarta situação podia sei­
os tamanhos das caixas também 

cinco caixas em um prato pesavam o mesmo que 
cada uma dessas

última si-tuação (situação e) nenhum dos pesos eram 
perguntava-se se o 

permanecería se fossem retirados um saquinho de valor x

caixa.de
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Resu11 ados i

da

u n i c a 
ó
o

1 , 2 e 5 
e m u m d o s 
Como 
.1. OU c o n s 

s pesos ou 
c o n s e g u i r a m , 

o equilíbrio.
solução 

aquinho, o 
desempen ho 

iii a i or i a

P e s o s d e s c o n I-. e c idos, 
r do saquinho era 
eguido colocando- 
uma combinação de 
soz i nl-> as ou ap ós 
Quando porém o 

p o s s í v e 1 c o n s i s t i a e m 
peso de valor 1 e, no 
das crianças de 5 e 6 
d e 1 a s n ã o c o n s e g u i u 
o e s d o e x a m i n a d o r n o 

on d e es t a va o sa q u i n h o. As 
obter o equilíbrio nesta 

d o exam i nad or. Ap en as no
e n c o n 1r a d a e s p o n t a n e a m e n t e

Mesta primeira tarefa a ,cr

apareciam 
r i anças

7

saquinhos de 
constatar na Tabela 

e o . e q u i 1 í b r i o p o d i a s e r 
u t r o p r a t. o d a b a 1 a n ç a 

d o i s d e 1 e s , q u a s e t o d a s a s 
i n t e r v e n ç ã o d o e x a m i n a d o r , 
v a 1 o r d o s a q i j i n I, o e r a 4 e 
colocar", no 
outro prato 
anos caiu 
estabeiecer 
sent ido de 
crianças de 
s i t uação ma 
g r u p o d e 

• pela maior

o de saquinhos de 
dos pratos

a n o s a p r e s e n t a r a m 
cr i anças, 

as quatro

tarefa 2, onde a 
v a 1 o r d e s c o n I ■ e c i d o 
b a 1 a n ç a , a p e n a s 
d i fi c u1 dades. A p ar t i r d os 
e s p o n t a n c a m e n t e, e n c o n t r a v a m 
s i t u a ç o e s .

i a n ç a d i s p u n h a d e p e s o s d e v a 1 o r e s 
o equilítirio da balança que tinha 
cereais de 
1, quando o 
d i r e t a m e n t e 

um do 
cr i anças 
ob t er 
a 

p r a t o o n d e e s t a v a 
o peso de valor S 
dra.st icamente e

o -equilíbrio, mesmo após 
b o t a r a 1 g u m p e s o n o p r a t o 
7 até 10 anos conseguem 
s o m e n t e a p >? s a s u g e s t ã o 

11/12 anos é que a solução é 
ia das crianças.

Como se pode observar na Tabela 2A, 
cri a nç a d ev i a d e s c ob ri r 
que apareciam em 

de 
anos quase-?

nas situações de t ipo A da 
o p es 

apenas um 
e 6

todas a 
et a par a

As situações de tipo fí, em 
d e s c o n h e c i d o a p a r e c i a m e m a m b o s 
va 1 or es c on Iec i d o, r e ve 1 ar- am-se 
as crianças de 5 e 6 anos, que es 
s i t i.i aç oes.

que saqui nhos 
os pratos, ao 
de tão difícil 

te grupo não foi

iguais de valor
1 a d o d e p e s o s c o m 
c o m p r e e n s ã o p a r a 
e x a i n i n a d o n e s s a s

I" a r a a sr 
situação (ver 
todas foi o 
proced i mento

d e m a i s cr i a n ç a s , a o s e r a p r e s e n t a d a a p r i m e i r a 
Tabela 213, situação a), o procedimento escolhido por" 

c á1c u1 o ar i t me t i c o, f re quen t emen t e combinado com um 
que pode ser chamado de teste de hipóteses. Neste

caso, a criança escolhia um 
t e s t a n d o s e, a o s u b s t i t u i r 
valor escolhido, obtinha o 
pr a tos d a b a1 an ç a.

determinado valor e efetuava cálculos 
todas as instâncias da incógnita pelo 
mesmo resultado para cada um dos dois

Na situação b o examinador demonstrava o procedimento de 
manipulação de incógnitas e sugeria que a criança o utilizasse. 
Como mostra a distribuição dos dados, a maioria das crianças não 
aceitou utilizar o novo procedimento nesta situação, preferindo 
utilizar o cálculo aritmético.

Ao ser apresentada a situação c, o examinador 
solução espontaneamente escolhida pela criança e, em 
não houvesse sido utilizada a manipulação de 
perguntava se ela não poder ia resolver o problema 
procedimento de manipulação de incógnitas que

aguardava a 
seguida, caso

i ncógn i tas,
utilizando o
havia sido
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d e m o n s t r a d o p a r a 
s i t1 j a ç ã o m o s t r a m 
houve a adoção

a s i t i.t a ç ã o a n t e r i o r . 0 s r e s u 1t a d os p a r a e s t a
que, apenas entre as crianças clè 11 e 12 anos, 

e s p o n t ã n e a d a m a n i p u 1 a ç ã o • d e ’■ i n c ó g n i t a s p e 1 a
ma i or i a dos suJe i t os . As 
P r e f e r i n d o e m a 1 g 1.111 s a. s o s 
sugestão, a manipulação de

crianças de
o cálculo ar

n c: ó g n i t a s ■
7 a 10 anos, embora 
t m é t i c o, a d o t a v a m , a. p ó s

Para as situações </ e «?, aplicadas em seguida apenas/ às 
crianças de 11 e 12 anos, pelo menos 7'57. dos sujeitos utilizaram 
espontaneamente a manipulação de incógnitas.
Tarefa 3:

Os resultados 
e n c o n t r a m - s e n a s

obtidos com a for/i/a i-l desta terceira tarefa
Tabela 3A e 3A.j . A Tabela 3A mostra, para cada

u m a d a s c i n c: o s i t u a ç õ e s d e st a t a r e f a , q u a n t a s c r i a n ç a s a c e r t a r a m 
i m e d i a t a m e n t e , q u a n t a s a c e r t a r a m á p >5 s a J u d a d o e x a m i n a d o r e
quanta s e r r a r a m . A T a b e 1 a 3 A j m o s t r a , par a
situações, a frequência de cada tipo de Justificat

cada uma das 
va apresentada

P e 1 a c r i a n ç a p a r a s u a r e s p o s t a . 
c 1 ass'i f i c a d as- em 1 óg i c as , emp í r i c.as 
J u s t i f i c: a t i v a s 1 g i c: a s e r a m a q u e 1 a s

As justificativas foram 
e a 1 e a t ■:’> r i a s o u e r r a d a s . As 
em que a criança enfatizava

, que. as. quantidades a serem retiradas eram iguais, as empíricas
baseavam-se no fato de que as quantidades que-: ficariam na balança 
eram iguais e as aleatórias ou erradas eram justificativas do tipo 
‘Não sei‘, ‘Porque é‘ ou ‘Um lado é mais pesado".

N a p r i m e i r a s i t u a ç ã o , o n d e t o d o s o s p e s o s c o 1 o c a d o s s o b r e o s 
P r a t o s d a b a 1 a n ç: a e r a m c o n h e c i d o s , t i n h a -se a i g u a 1 d a d e 2 +1 +1 := 1 + 3 
e perguntava-se se, ao retirar um peso de valor 1 de um lado e 
outro de valor 1 do outro, a balança ainda permanecia equilibrada. 
Por ser muito fácil esta situação não foi apresentada às crianças 
de 11 e 12 anos. Os resultados mostram que metade das crianças de 
5 e 6 anos e a grande maioria das de 7 a 10 anos imediatamente 
a p r e s e n t a v a m u m a r e s p o s t a c o r r e t a . E s t a r e s p o s t a c o r r e t a , n o 
entanto, como mostra a Tabela- 3Aj, foi Justificada, em 83.?7. dos 
casos, de forma empírica, com a alegação de que a quantidade que 
Perman ece ri a e m u m pra t o d a ba1 an ça (2*1) era i gu a1 ao v a1 or n o 
outro prato (3).

N a s e g u n d a s i t* u a ç ã o a i g u a 1 d a d e e r a 4 x - 2 2 x c-? p r o p u n h a - s e 
retirar úm x de cada lado. Os resultados nesta situação fora:? 
equivalentes aos da primeira situação e 87.5"í das justificativas 
t a m l:> è m r e f e 1 ■ i a m s e a o s v a 1 o r e s q u. e f i c a v a m n a b a 1 a n ç a .

A t e r c e i r a s i t u a ç ã o a p r e s e n t a v a a i g u a 1 d a d e 3 x -• 1 x+x. C o m o 
nas situações anteriores, a partir dos 7 anos quase todas as 
crianças admitiram que a igualdade permanecería após a retirada 
d o s peso s i g ua i s » Ma s, n e s t e ca so, a s cr ia n ça s de 11 e 12 anos 
apresentaram justificativas diferentes das de menor idade: Até 10 
a n o s , n a 111 a i o r i a d o s c a s o s , e 1 a s a p r e s e n t a v a m j u s t i f i c a t i v a s 
empíricas descobrindo o valor do peso desconhecido que ficava na 
balança e, como nas situações anteriores, justificando que a 
balança permanecería igual porque o valor total que ficaria em um 
lado era igual ao valor no outro. As de 11 e 12 anos apresentavam 
justificativas lógicas, sem necessidade-: de calcular os valores que 
ficavam na balança e afirmando que, se os valores retirados eram 
iguais, o c-fquilíbrio seria mantido.
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Na quarta e última situação tinha-se a igualdade y •rx-x-rx-t-z. 

Os resultados nesta situaçao, tanto no que se refere a erros e 
acertos, como nos ti nos de Justificativa, Foram equivalentes aos 
da terceira situação. <

Os resultados nesta tarefa em sua for tua B, anal isados segundo 
os mesmos cr iterios uti1 izados para a Forma A, encontram-se 
apresentados nas labei as 3B e 313 j . As duas primeiras situações 
incluíam igualdades que poderíam ser representadas como x*x»y”x+z, 
sendo todas as caixas de mesmo tamanho. Os dados obtidos mostram 
uma clara evolução de idade para idade na resolução dessas 
situações const at ando-se -que-? aos 5 e 6 anos as respostas são, em 
geral, erradas. Aos 7 e 8 anos 50 Z das crianças dão respostas 
c or i" et as i med i at amen t e . Aos 9 e 10 an os esse p er c en t ua 1 au men t a 
*- > -aos j. 1 e 12 anos, quase todas as cr ianças dão respostas 
imediatamente corretas. ié também- entre as crianças de 11 e 12 
anos que as justificativas baseadas na lógica da situação aparecem 
com mais Frequência e, sem necessidade de descobrir quais os 
possíveis valores para os objetos que Ficam na balança, elas 
afirmam que, se a quantidade retirada de um prato é igual àquela 
retirada do outro, o equilíbrio tem que ser mantido.

Na terceira e quarta situações as igualdades podiam ser 
• r e p i ’ e s c n t a d a s , r e s p e c t i v a. m e n t e , c o m o x + x r y — x+z e x + x x x+y — x x f z. 
Nas, nestes casos, o tamanho das caixas variavam. Embora a mesma 
tendenc.ia evolutiva -Fosse encontrada, estas situações foram mais 
difíceis que as duas primeiras evidenciando uma influência do 
tamanho das caixas sobre o raciocínio da criança, e, ainda aos 
11 /12 a n o s , e n c o n t r a m o s c r i a n ç a s q u e , m e s m o s a b e n d o q u e o s p e s o s 
retirados eram iguais, acham que a balança ficará desequilibrada 
porque em um dos lados as caixas são maiores ou em maior 
quantidade que do outro.

A Manipulação de Incógnitas e a Compreensão da Manutenção de 
Igualdades

Consta ta das a s d i f i cu1 dade s d a cr i a nça e m a d o t ar o 
procedimento de manipulação de incógnitas (tarefa 213) e em admitir 
que uma igualdade se mantém se a mesma quantidade for retirada de 
a ml:i o s o s t e r m o s d a i g u a 1 d a d e (t a r e F a 313 ) , r e s t a . ex a m i n a r c o m o 
e s t a s d u a s ha b i1 i d ad e s e stão i n t er • re1 a c i o n a d as. 3 e ria de se
esper ar que apenas as cr i anças que consegu i am i med i at amen te 
concluir, em todas as tarefas do tipo 3, que a igualdade permanece 
se são retiradas quantidades iguais de cada um dos pratos da 
balança, seriam capazes de adotar e utilizar espontaneamente o 
Proced i men t o de man i pu 1 açáo de i nc'ágn i t as demon st r ado pe 1 o 
examinador na tarefa 213c e testado na tarefa 2l3d. A tabela 4 
mostra a distribuição dos sujeitos de 7 a 12 anos nas tarefas 213b 
e 213c e na tarefa 313c, aquela onde foi mais difícil admitir que a 
igualdade permanecería se fossem retirados valores iguais de cada 
prato. A distribuição obtida mostra que, independentemente do 
nível em que se classificaram na tarefa 313c, na tarefa 213b as 
crianças preferiam utilizar o cálculo aritmético para resolver o 
problenra. Na tarefa 213 c, no > entanto, 14 crianças, quase metade 
daquelas que acertam imediatamente a tarefa 3Bc, utilizaram 
espon t aneamen t e a man i pu1aç ão de i nc ógn i t as, o que r ar ament e 
acontece com as crianças classificadas nos outros dois níveis. 
Esta distribuição confirma a .suposição de que apenas as crianças
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que compreendem que uma i gua 1 d ade 
q li a n t i d a d e s i g' i a i s d e c a d a u m d o s 
'•.loí: e utilizar espontaneamente o
incógni t as.

P e r m a n e c e s e s a. o r e t i r a. d a s 
s e u s t e r m o s s e r ia m c a p a z e s d e 

p i • o c e d i m e nt o , d e m a n i p u .1 a ç ã o d e

ESTUDO 2:

Mét odo

0 objetivo deste segundo estudo -Foi analisar como a 
P a. r t i i p a. ç ã o n a s t a. r e f a. s d o p r i m e i r o e s t u d o , q u e e n v o 1 v i a. m n o ç õ e s 
de álgebra numa situação concreta (balança, de dois pratos), 
i n F1 u e n c i a. v a. a. c o m p r e e n s ã o e r e s o 1 u ç ã o d e e x p r e s s õ e s a 1 g é b r i c a s 
sob Forma de exercícios» escolares escritos. Esta análise 
permitirá avaliar a adequação da. balança de dois pratos como 
modelo introdutório para o ensino de álgebra.

Suj e i t os
I- o r a m e n t r e v i s t a d a, s 2 0 c r i a n ç a s , c o m i d a d e s d e í í e 1 2 a n o s, 

sendo 10 de cada idade, as quais haviam sido submetidas às tarefas 
do Estudo 1. As crianças de 11 anos cursavam a 5a. série e as de 
12 anos cursavam a 6a. série. Assim, as de 11 anos não haviam 
r e c e b i d o e n s i n o r e g u 1 a r d e á 1 g e b r a e a s d e 12 a n o s j á h a v i a m 
recebido um ano de instrução regular sobre equações algébricas.

Hat er i al
Lápis, borracha e Folha de papel contendo as seis equações 

abaixo, as quais correspondem, na ordem em que-? se encontram, às 
situações c e <:/ da tarefa 2 A e às situações b, c, o' e e da Tarefa 
213 do Estudo 1.

2 <• x = 5
3 2x ~ 5
5 r x =: 3 2 x
7 *x •■= 3 2x
5 + y “ 1 i y i- x
10 + y « 8 y + 2x

Proced i mento
Logo ap>5s reso 1 ver as tarefas do estudo 

c r i an ç a uma Fo 11> a d e p ap e 1 c on t en d o as se i s 
P e d i n d o -■ s e -1 h e q u e d e s c o I? r i s s e , p a r a c a d a u m a , 

. A p ó s r e s o 1 v e r c a d a e q u a ç ã o , a c r i a n ç a e x p 1

1, a p r e s e n t a v a - s e à 
equações escritas, 

qual era o valor de 
i ca va ao exami na d or

c orno ha via c h e g a d o à qu e1 a r e s po s t a.
s a I) e r c o m o d e s c o I) r i r o v a.1 o r d a 
relacionava a situação escrita com a 
Es t u d o 1, exp1i c i t a n d o a relaça o en t r e
eq11ações escr i t as no pape1.

Quando a criança dizia não 
i ncógn i t a, o exami nador 

tarefa correspondente do 
a situação na balança e as
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Re51.1l t ados

s e g u n d aresolver

ut
o 
af

P ar a a 
t i pos

tos testados segundo 
de em cada uma das

açoes que
instração

, assoe
12 ano

descrevi am
P reocupai;

então, 
expressão 
i vas

conhec
m e c a n i c a 111 e n t e a s

a c o ii'i p r e e n s ã o d a

d an d o exp1i cac óes corno: 
primeiro membro e os 
m e m b r o ; q u a n d o m u d a d <■ 
11 o t a r ■■■• s e n e s t a s e x p 1 i 
n ã o 11 a v i a m r e c e b i d o 
expressão como um todo 
e n *1 u a n t o a s c r i a n ç a s d e 
man i p u 1 aç ão a 1 g éb r i c a , 
regras, não 
equação como

lé i nteressante 
anos, que ainda 
c o n s i d e r a v a 111 a
a o r e s u 11 a d o , 

am as regras de

içados em 
P r i m e i r a s 
em apenas 

representado pe 1 as 
uma incógnita mas 

Finalmente, no terceiro 
a ç o e s , e x i s t e m d u a s 
a outra em ambos os

as qua1 
membros, 

de 11 anos
.ano
ao

. n a
1 ún

a par t i r
resolv i am

j ust i f i cat
a tarefa 
exemplo, 'elas 

os termos da
e

d and o
P ar a 

, por­
em ambos 
m e s m o v a 1 o r e a s s o c

i g uai s na b a1 anç a. Di fe r e 111emente, 
cr i anças de 12 anos r eso 1 v i am as e quaçoes 

1 é b r i c a s e d a n do e x p 1 i c a ç ó e s s e m e 1 h a n t e s 
dado às duas situações do primeiro tipo. Quando 
i n ,j a y a v a o p o r qu ê d e t a i s p r o c e d i m e n tos, a s cri a n c a s 
fas iam desta maneira porque a professora havia ensinado

Tabela 5 mostra a distribuição dos suje 
ratégia utilizada para descobrir o valor 
equações.

duas expre 
a, mas que 
crianças de 11 anos não

No pr i mc-? i r o t i po , 
te apenas uma 

um dos membros da equação 
d u a s e q u. a ç o e s s 
e s t a a p a r e c e n o s 
ti po, onde se c1assificam 
i n c >? g n i t a s , • u m a e m a p e n a s 
membr os„

crianças 1 
pelas de 12 

uma criança 
colhi da consi sti u 

tipo: '0

s tia tam bé m a pe n a s 
da equação, a 

o valor da 
a p õ s o e x a m i n a d o r 
equilíbrio, essas 

a entre as duas 
os procedimentos 

i v e s s e m a t u a n d o n a 
àquelas qu e ha v i am 

manipulação de 
incógnitas que 
cort ados por que 

retirada dos 
ção de um 
1 i zando as 
que haviam 
exam i nador 
rmavam que 
ass im.

co número que somado 
t a m b é m c o m u m a ú n i c a 
o 1 v e r a s e x p r e s s o e s , 

com a incógnita ficam no 
incógnita ficam no segundo
Q

crianças de

e g u i n t e s , o n d e e x i 
s dois membros 
co n s e g u i u d e s c o b r i 1- 
Fntretanto, 
balança em 

a semelhanç 
abandonavam 

1 como se 
semelhant es 
Com relação á. 

afirmavam que as 
e q u a ç ã o p o d i a m s e r 
avam esta ação à 

com

Para as duas equações do primeiro tipo, 
1.1 m a i n c <:.< g n i t a -q u e a p a r e c e e m u m d o s s e u s 
de resolução utilizadas pelas 
d i st i.nta.s daquelas ut i 1 izadas 
de 11 anos, com exceção de 
e q u a ç ã o , a e s t r a t é g i a 
ar i t mé’t i c as , c: om exp 1 i c aç 0es d o 
com 2 dá 5 é 3". dá as criança 
e: < c e ç ã o, u t i 1 i z a r a m r e g r a s a 1 g é b r i c a s p a r a 

Os termo 
que não possuem 
m e mbro i nv e r t e ~se o sinal'. 

as crianças de 11 
sobre álgebra, 

íando a operação 
que já 
separada e 

com

s e q u a ç o e s for a i> t c 1 a s s 
representado pelas dua 

incógnita, a qua 
No segundo tipo, 
e também apenas 

d o i s m e m b r o s d a e q u a ç ã o .
as duas ú.It i ma 
um dos membros e

Para as 
uma i ncógni t 
maioria das- 
incógnita por regras aritméticas, 
re1 a c io n a r a eq u açã o a o m o delo d a 
c r i a n ç a s i m e d i a t a m e n t e p e r c e b i a m 
tarefas e, a partir de 
ar i tmét i cos 
ba 1ança, 
formulado 
i ncógn i t as 
apareci am 
tinham o 
saqu i nhos 
caso, as

d e m o n s t r a n d o u m a 
um todo.

c o n t ê m a p e n a s 
st r at ég i as 
foram bem



Para as duas dl t i mas .equações, classificadas coiwde terceiro 
t i p o , f o i n e c e s s á r i o i i o v a m e n t e r e 1 a c i o n a r a s è x p r e s s o e s c o m o 
equilíbrio da. balança, visto que apareciam agora duas variáveis 
distintas. As crianças de 11 anos percebiam a relação 
i d e n t i F i c a n d o c a d a x c o m s a q *.i i n h o s qu e p o d i a m s e r r e t i r a d o s p o r 
t er em va 1 or es i gua i s e r eso 1 v i am as- expr essões c omo se est i ves sem 
lidando com a balança. Para as crianças de 12 anos, apenas para
este último_ t 
com a balança

po de equação foi necessário relacionar esta tarefa 
visto que equações com duas incógnitas distintas

11 ã o f a ;z i a m a i n d a p a r t e d o a p r e n d i 
A p ó s a i n t e r v e n ç ã o d o e x a m i n a d o r , 
equação e a situação de equilíbri 
a n o s r e c o r r i a m a o u s o d a b a 1 a n ç a 
i n c ó g n i t a y q u e a p a r e c i a n o s 
continuavam a utilizar as regras

zado escolar destas crianças.
d e m o n s t r a n d o a r e 1 a ç ã o e n t r e a 

p na balança, as crianças de 12 
a p e n a s n o m o m e n t o d e c a n c e 1 a r a 
dois membros e, em seguida, 
a1g éb ri ca s, c om o nas e qu a çõ es

ant er iores.
not ar que

exami nador 
uti1i zados

equilíbrio na 
balança eram 
sugestão do 
proced i ment os 
para as equaçoc

i guai dades 
tarefas 
que as

descobr iu 
ii ação de 

igualdades na 
somente após 

transferiam os 
i n c ó g n i t a n a b a 1 a n ç a

is importante 
pcultaneamente a

balança. As 
p e r c e b i d a s c o m o 

é

suje i t os 
a 

as

nenlium dos
as equações 

escritas e 
d i st i ntas 

cr i anças 
t a d a

DISCUSSÃO
A análise sistemática da evolução da compreensão de igualdades 

por parte da criança não constava até agora da literatura sobre^o 
d e s e n v o 1 v i m e n t o c o g n i t i v o e c o n s t i t u i a p r i, m e i r a c o n t r i b u i ç ã o 
deste estudo. Constatamos que a criança, já aos S ou 6 anos de 
idade, compreende a situação de equilíbrio na balança se esta for 
do tipo mais simples em que, a uma quantidade identificável em um 
prato, corresponde uma quantidade i dent‘i f i cável no outro. Dos 7 
a t é o s 1 '6' a n o s e s t a c o m p r e e n s ã o d e s e n v o 1 v e ■- s e m a r c a d a m ente 1 e v a n d o 
a criança a conseguir descobrir, espontaneamente, através de 
P r o ce d i i n e n t o s a r i tmé t i c o s de su btr ação ou a d i ç ão de valores, o 
valor dé incógnitas quando estas encontram-se em apenas um dos 
1 a d o s d a i g u a 1 d a d e , i s t o é e m u m d o s p r a t o s d a b a 1 a n ç a . Q u a n d o a s 
incógnitas aparecem em ambos os> lados da igualdade, até os 10 anos 
de i d ad e a cri an ç a pr e f er e d esc ob r i r os va 1 or es por um 
Pi■ oced i mento de t este de poss ívei s va1 or es. Com demonstração e 
sugestão do examinador ela pode utilizar um procedimento mais 
sofisticado de manipulação de incógnitas mas, ao que parece,, este 
procedimento é adotado apenas como rotina pois não, há uma 
compreensão clara de que, se existe uma igualdade, esta é mantida 
se quantidades iguais são subtraídas de ambos os seus termos, ou 
seja, d e a m bo s o s p r a t o s d a balança. A pa r t i r dos 11 anos, 
finalmcnte, o procedimento de' manipulação de incógnitas pode ser 
adotado com compreensão. Os dados obtidos indicam que, de fato, 
a p e n a s a s c r i a n ç a s q u e c o m p r e e n d e m q u e u m a i g u a 1 d a d e p e r m a n e c e se 
são retiradas quantidades iguais de cada um dos seus termos são 
c a pa zes d e a d o t ar e u t i1i za r esp on ta n e a m ente o p r oced i men t o de 
manipulação de incógnitas.
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A investigação sobre a. adequação do uso da balança de dois 

pratos como modelo didático para a introdução ao ensino da 
A 1g e b r a , o b j c t i v o d o s e g u n d o e s t u d o , m o s t1 ■ o u q u e,. p a r a a s cri a n ç a s 
que deconhec i am total mente as regras de manipulação algébrica, o 
modelo e efet ivo e auxi1 ia a compreensão e util «x^ção de 
procedimentos de manipulação de iguald.ades através do cancelamento 
de incógnitas que se encontram em ambos os termos de uma equação. 
Para as crianças que-? Já conheciam as regras, o modelo mostrou-se 
ineficiente pois elas preferiam continuar a utilizar 
a u t o m a t i c a m e n t e o s p r o c e d i m e n t o s a p r e n d i d o s n a e s c o 1 a , m e s m o q u e 
não demonstrassem a compreensão adequada dos mesmos.

Este conjunto de resultados indica que atividades com a 
b a 1 a n ç a d e d o i s p r a t o s p o d e m s e r v i r de b a s e p a r a o d e s e n v o 1 v i m e n t o 
da compreensão das regras de manipulação algébrica e que a 
f o i - m a 1 i z a ç ã o d e s s a s r e g r a. s s o m e n t e d e v e r i a s e d a r a p ■:< s a c r i a n ç a 
demo n st ra r su a _ co mp r e e n são e m s i t u a çoe s n ã o f orma 1 i z a das, c o mo é o 
caso -do equi 1 ibr io da balança. A formal, ixação prematura parece 
levar à memorização e utilização mecânica das regras sem o 
necessário conhecimento conceituai que proporciona significado a essas’regras.
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r i g i.i r a 2 : R e p r e s e n t a ç ã o e s q u e m á t i c a d a s

(a)
4 kg

\„

situações da tarefa 213 
i

(X “ saquinho com
._/ Ikg de feijão)

(X " saquinho com 
/ 2kg de farinha)

3kgikg 2kg (X (X == saquinho com
  4kg de ervilha)

(d )
5I< g (X " saquinho com 

ikg de sagu
Y =■• saquinho com

4kg de feijão)
(X ••= saquinho com

ikg de ervilha
Y - saquinho com

Ikg de farinha)



Figura 3: Representação esquemática das situações da tarefa 3A
(a) t t . \

2kg íkg íkg íkg 3kg
'• - - _ ....... _.../

’ *•"     •••• •■■■ •*“ •••• ... ... ... ... ... i

■4I< g

íkg

<X := saquinhos 
com íkg de 
arroz)

(X " saquinhos 
com 2kg de 
feijão)

(d) 3K. é t y'3kg © (Z) (X - 3kg de sagu
/

1..... i 
i

i 
!

i : i i i  /
 

i 
!

i 
!

Í 
!

i 
!

i  
!

i 
i

i 
i — i i  I ! ! 1 ! 1 i i í. Y 2kg de feijão 

Z “íkg de arroz

X ~ feijão (íkg) 
.../ Y “ farinha (3kg)

Z " tapioca (2kg)



■

r

t

ra n
t

□ m
________________ /
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Tabela 1

Resultados em cada situação da tareia 1

(b)

S i t u a ç ã o 
a equilibrar

Tipo de Resposta
Acert o 
Imed.ou 
Tent.Esp .

Acerto após 
Sugestão do 
Exami nador

Err
usando peso 
de valores 
1, 2 e 5

So1ução
Idade 
dos 
Ss

(a)
5/ 6 18 p 0í

Colocar 7/ 8 19 1 0
peso 1
no prato 9/10 20 0 0
d i r e i t o

• 11/12 20 0 0

(c )

3 5/ 6 5 13 2
Colocar
peso 2 e 7/ 8 9 10 1
peso 1
no prato 9/10 14 6 0
d i i' e i t o

• M • ••• • ••• .... • e.w • .... .... .... «.M • .... .... .... .... ,,,,

11/12 - 20
•••• .w. «.M •••• •••• •••• ...

0 0

4
........  Colocar

5/ 6 1 4 15
peso 1 
no prato

7/ 8 0 16 4
esquerdo 9/10 3 17 0
e peso 5
no d i r e i-t o 11/12 12 8 0



Tabela 2 A

29

Resultados em cada situação do tipo A da tarefa 2

S i tu a ç. «:í e s p a r a 
descoberta do 
valor da incógnit

Idade 
a dos

Ss

Acer t
Imed i a

R e s p o t a s

Er r o
o Acerto após
to Tentativas

ou Sugestão

(a)

2 ê 3 5/ 6 6 6 8

7/ 8 17 p 1

9/10 20 0 0

1.1/12 Não avaliados
•••* aaaa aaaa aaM aaaa aaM aaM aaaa «Ma aaM aaM • •M aaaa aaaa aaaa aaaa aaw aaM aaM aaaa a**a aaM aaM «Ma aaM aaM aaM aaM aaaa a>M aaM aaM aaaa aaM •— aaM aaM aaM aaM aMa aaM aaM

(b)

2- $ 4 5/ ó 6 4 9

•- •- •“* . ............................... .. —• — — — 7/ 8 18 2 0

9/10 20 0 0

11/12 Nao avali ados

(c )
V/ 5/ 6 8 0 122 $ 5

7/ 8 19 0 1

9/10 . • 20 0 0

11/12 20 0 0

(d) .

3« . 5 5/ 6 5 4 10

•», a<M M. Ma ».« (<M aaM MM 7/ 8 14 s 1

9/10 . 20 0 0

aaaa aaat aaaa aaaa •••• •••• aaM a»M aaM aaaa aaM aaM aaM aaM a

11/12•
aaa mm MM aaM Maa aaM aaaa aaaa aaaa aaaa aaM mm mm

20
MM aaM aaM aaM aMa aaM aaM a

0
Ma aaM aaM aaM aaM aaM aaM aaM aaM aMa MM aaM aaM aaM aaM aaM aaM

0
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Tabela 213

Re sultados em cada situação do tipo J3 da1tarefa 2

R e s p o s; t a s
8 i t uações para 
descoberta do 
valor da incógnita

Idade 
dos 
Ss

Man i pulação 
de incógnitas 
Espont. Ap.Sug.

Cá1c u1 o 
ar i tméti co E r r o

(a)
4 &

... ... ... ... ... ... ...

7/ 8

9/10
!

<S
> O

 i í ! i

O 
<s
»

i !

O
 

o
•<-» 

fu

0

0

11/12 Não avaliados
... .M ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... • M ... ... ... •.» ... ...

/
/

(b)
5 3

7/ 8
9/10

0 6

0 3

13
17

0
0

Após i.iína demonstras 
s o b r e a m a n i p u 1 a ç a o

£( o
11/12 1 8 11 0

de i ncógni tas
(c )

sobre a manipu-
1 a ç ã o d e i n c ó g n i t a s

7/ 8 1 14 4 0
S 2 (g)

9/10 10 8 0... ... ... .... •••• ... ...

ApÓS SI.I.J;l estão 11/12 14 2 4 0

(d) 7 / 8 N ã o a vai i a d a s5 ® 9/10 Nao avaliadas
... ». ... ... ... ... ■— —• — • — —•

11/12 15. 1 4 0

(e) 7/ 8 Nao avaliados5 5 $) 4 4 $$$)
9/10 Náo avaliados
11/12 16 1 3 0

_____________________.   ... ... ... ... ... ... .« ~. ... . — — — — — — — — — — — — — — — — — — — -* *- — — ■“ ————————————



Tabela 3AJ : Just i ■F i c a. t i v a s p a. r a <: a d a •s i t i.laç ao na tar

S i t uaç ões d e e qu i - Idade Tipo de Ji.isbi •F i c at i v
1ibr i o e pesos a d o sí Lógica Einp í r i ca Ale
r et i r ar ( t ) Ss (Tirou™) (Ficou™) ou

(a) 5/ ó 0 10 6

1 t 7/ 8 1 19 0
2 1 1 1 3

9/10 2 18 0

11/12 Não avaliados

Total 3. 47 • 6

(b) • 5/ 6 0 10 6

t t 7/ 8 1 19 0
4 •($ $) 2 2

........ -.... . ....... 9/10 0 20 0

11/12 Não avaliados

Total 1 49 6

(c )
1 t

5 / 6 0 8 8

3 V" c/) $ .1. 7/ 8 1 15 4

9/10 1 18 1

•11/12 13 s 2

Total 1.5 46 15

(d)
t t

5/ 6 1 7 7

o 3 $5$) * 7/ 8 1 15 4
• • ••• •••■ ..M • ••• "•«

9/10 1 17 2

11/12 13 6 1

Total 16 45 14

(e) 5/ 6 1 7 8

&
t
& 7/ 8 1 13 6

9/10 % 3 17 0

11/12 12 6 2

Total 17 43 16



Não avaliados
8 i

7/ 8 18
9/10 í<?

11/12
"s/T’'"’.  9

7/ 8
9/10



Tabe 1a. 3A.j : Just i •F i c a t i vas para cada situação na tarePa 3A
■- ~......... -.........— — i

M. ... .M ... M. .W .M M. .» ... .

8 i t u.a.c oes de equi- Idade T i p o de Jiisti -Fic at i valibrio e pesos a d o s Lógi ca Empíri ca Al eatóri aret i r:-;l (t ) Ss < T i r ou™) (F i cou::=) ou. Errada. ...... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ........~..................- — ■ ... —. ~. ... ... ... ... ... ... ... .... ... —• ... ... ... ... ......... ... ... ,
( a ) 5/ 6 0 10 6

t t • 7/ 8 1 19 0
2 1 í 1 3

..... — —...---- 9/10 18 0
11/12 Não avaliados
Tot al 3 47 6

. - —... - •— —• —— ... ... ..
(b ) 5/ 6 0 10 6

t
4 CdCd

7/ 8 1 19 0
• ............ ....................... ’■ ••-----— — 9/10 0 20 0

11/12 Não avaliados

Total 1 49 6
........ ............— . ............—........ “ . ............... ----- ---,.w ... ... ...........  ... .... . ~~ •— •— •— ... ..... ....
(c) 5/ 6 0 8 8

t ■
3 &

1
7/ 8 1 15 4

....... ....••....— — t— 9/10 1 18 1
11/12 13 5 í?
Total 15 46 15......... .... . . -. .. - •— .. . •— •••• •••• •— •........... ..... .....

(d) 5/ 6 1 7 7
t t
3 3 ’ 7/ 8 1 15 4

..... .. .... —--- .....—
. 9/10 1 17 c.

11/12 13 6 1
Total 16 45 14

•— . ... -. ........... ....
(e) 5/ 6 1 7 8
(a) $5 7/ 8 1 13 6

... •«•• .... .... • ••• •««« «... ... ... «>. .M. .. ...

9/10 3 17 0
11/12 12 6 2

Total 17 43 16

• - s’.
—



Idade 
dos 
Ss

A c é r1 o A c e r t o a p s
I m e d i a t o T e n t a t i v a s E r r o 

ou Sugestão

5/ 6 5 0 10
7/ 8 10 5 ir w

9/10 12 3 5
11/12 17 1. p

5/ 6 2 2 11
7/ 8 10 2 8
9/10 14 p 4
11/12 18 1 1

5/ 6 2 1 12
7/8 . 5 1 14
9/10 12- t 0 8
11/12 14 3 3

!

X cs
i i

4 2 9
7/ 8 8 3 9
9/10 14 3 3



labe la 311 j Just iFicativas para cada •;=. i t i.iaç ao da tarefa 313

S i t uaçoe 
1 í b i i o e 
r ' i r ar

s de E-qi.1 i
P e s o s a 

( i )

Idade 
des

T i p o 
Lógica 
(T i roii~ )

de Júst: i 
l~mp í rica 
( I” i cou:~)

Ficat i va
Aleatória 
ou Errada

( •
1 t 5/ 6 1 2 12

BI O D  - 
7/ 8 3 10 7

9/10 1 14 O

11/12 9 9 2

* •••• •••• •— •••• ••••
Tot a 1

• M. ••••

14
•••• •••• •— ! i i j i GJ i CH i i

26

(. I:>)
t t 5/ 6 0 3 12

 □ Ó
- •

u o
7/ 8 3 7 10

. 9/10 ? 14 4

11/12 11 7 p

(c )
t j 5/ 6 • 0 1 14

n d EJ u
7/ 8 1 4 15

t 1 H 5 / 6 2 3 10
D   U  Ü U

7/ 8 3 6 11

9/10 6 9 ’ 5

11/12 15 3 2

Total 26 21 28



Tabela 4

Distribuição dos sujeitos segundo as respo^tas-na tarefaJBc c 
estratégias utilizadas nas tarefas 213b e 213c

P r.- | ’ ■: >st a s 1:3 s 11 ■ a t. é g i a s n a t a r e f a 213 b II st r at ég i as n a tarefa 21 )c
i • ......... 1

1 1 cl T a r e -■ Man. Man. Cale. Total Man. Man. Ca 1 c . T o t a 1

Fas 313 c 11 sp . Sug . Ar i t - 11 sp . Sug . Ar i t »

Acerto 1 10 20 31 14 11 6 31
•• Imediato

A c e r t o a p ó s 0 1 •-> 4 1 • O 3 4

Tént .. ou Sug.

•
Urro 0 24 2 15 7 24

/
lota). í 59 17 26 16 59

- Nctã:Õ"total de sujeitos na t abei a é de 59 por que uma cr i an c
i <;• o 1 <■ e u a s s i t u a o e s t a r e f a 2 13 b e 213 c ■



Tabela 5
Distribuição dos sujeitos segundo o tipo de procedimento para 

resolução das expressões algébricas
• M* •••« <■« »M» MM »«M »M» ••• ««M *«M «M« MM «M« MM ««M *M« MM MM • MM MM MM MM MM MM MM «M* »<M MM »M« MM MM MM MM MM MM MM MM «M« »M« MM MM MM MM MM MM MM MM MM MM MM MM MM *M« MM

Cálculo Relação Cálculo
Expressão Idade Ar i t mét ico c/Balança Algébr ico

2 + x ~ 5 1.1 10 MM

12 ..M M. 10
3 + ii

 1
cn
i i i i i

11 9 1 MM

12 MM .1 9
5 X i H Í i ÜJ 

i

4-
 i i

PJ
 i X i
 i í i

11 4 6 MM

12 • M. 1 9
7 X = 3 + 2X 11 2 8 .M.

12 — 1 9
5

i i
• 
i i i

4-
 í

ic
 í i
4-
 i i X 
1

11 1 9 MM

12 .M. 3 • 7
10 -t- 3 ~ 8 + y + 2x 11 4 ó

12 MM 2 8


